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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

die vorliegende Verdffentlichung enthélt die Aufgabenstellungen, Lésungen und
didaktischen Kommentierungen der KERMIT 8 Mathematik 2023*, die vom Institut
zur Qualitatsentwicklung im Bildungswesen der Humboldt-Universitat zu Berlin
(1QB) erstellt wurden. Die didaktischen Materialien sollen nicht nur ganz konkret
Uber die Bildungsstandards Mathematik und einen entsprechenden
kompetenzorientierten Unterricht informieren, sondern sie sollen vor allem Sie als
Lehrkraft in Ihrem téaglichen Bemihen um einen solchen Unterricht unterstitzen.
Aus diesem Grund werden in dieser Handreichung allgemeine Informationen zu
getesteten Kompetenzbereichen gegeben. AnschlieRend werden eine Reihe von
Aufgaben, die bei KERMIT 8 (2023) in den Testheften B und C eingesetzt wurden
mitsamt ihren jeweiligen Losungen und didaktischen Kommentierungen
wiedergegeben.

Wir mochten Sie darauf hinweisen, dass die vorliegende Vertffentlichung keine
Testergebnisse Hamburger Schilerinnen und Schiler enthélt; die Rickmeldung
der Testergebnisse lhrer Schilerinnen und Schiler erhalten Sie (ber lhre
Schulleitung direkt vom Institut fur Bildungsmonitoring und Qualitatsentwicklung.
Sie kénnen das didaktische Material fur lhre personlichen (Unterrichts-)Zwecke in
gewohnter Weise vervielfaltigen und weitergeben.

Wir freuen uns Uber Ihre Kommentare und Anregungen zu der vorliegenden
Veroffentlichung. Sie helfen uns damit, lhre Erwartungen zukinftig noch besser
erfullen zu kénnen.

Ihr KERMIT-Team am Institut fur Bildungsmonitoring und Qualitatsentwicklung
Beltgens Garten 25

20537 Hamburg

Mail: kermit@ifbg.hamburg.de

1 Die Bezeichnung fiir diese landeriibergreifende Erhebung ist nicht tiberall gleich. In einigen
Bundeslandern werden sie als Vergleichsarbeiten (VERA) bezeichnet, in anderen werden sie
Lernstandserhebungen genannt.
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1. Einleitung

Die Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK, 2003, 2004a, 2004b)
mit ihren Leitideen und allgemeinen mathematischen Kompetenzen bilden die
Grundlage fur die Vergleichsarbeiten in der 8. Jahrgangsstufe (KERMIT-8) im Fach
Mathematik. Daher wird in dieser didaktischen Handreichung zunachst der Aufbau
der Bildungsstandards vorgestellt (siehe Abschnitt 2, S. 3). Anschlielend werden
die beiden zur Wahl stehenden Schwerpunkte der diesjahrigen
Erganzungsmodule naher erlautert: die Leitidee Messen mit Fokus auf der
Kompetenz Mathematisches Modellieren (siehe Kapitel 3) sowie die Leitidee
Funktionaler Zusammenhang mit Fokus auf das Thema Graphen (siehe Kapitel 4).
Dabei wird in beiden Abschnitten ein besonderes Augenmerk auf zentrale Inhalte
der Schwerpunktsetzungen gelegt. Es werden Herausforderungen geschildert und
Beispiele vorgestellt, wie Lehrkrafte mit diesen in der Unterrichtspraxis umgehen
kénnen. Des Weiteren wird insbesondere bei Darstellungswechseln (zwischen
Graphen und anderen Darstellungsformen) aufgezeigt, wie digitale Werkzeuge
gewinnbringend in den Unterricht eingebunden werden koénnen. In den
dazugehorigen Kapiteln 6 und 7 werden auf3erdem Aufgaben aus KERMIT-8
vorgestellt, die jeweils einem der diesjahrigen Schwerpunkte beider Leitideen

zugeordnet werden kdnnen.

2. Bildungsstandards und Kompetenzmodell im Fach
Mathematik

Im Anschluss an die Ergebnisse groRRer internationaler Vergleichsstudien — wie
etwa der PISA-Studie oder TIMSS - filhrte die Kultusministerkonferenz (KMK) ab
dem Jahr 2003 Bildungsstandards fir die Facher Deutsch, Mathematik und die
erste  Fremdsprache (Englisch/Franzdsisch) ein. Eine grundlegende
paradigmatische Wende stand bevor: Wahrend zuvor der Input im Vordergrund
stand, also Inhalte und Themen, sollte nun auch der Output starkere Beachtung
finden, also der Aufbau von Kompetenzen, Wissensstrukturen, Werten etc.. Inhalte
sollten mit der Entwicklung von Personlichkeitsmerkmalen verknipft werden, die
die Basis fir ein lebenslanges Lernen legen und so personliche Weiterentwicklung
und gesellschaftliche Teilhabe ermdglichen (Klieme et al., 2003). Die OECD betont
dabei den Anwendungscharakter von Mathematik:
.Mathematische Grundbildung umfasst die Fahigkeit des Einzelnen, Mathematik in
einer Vielzahl von Kontexten zu formulieren, anzuwenden und zu interpretieren.
Sie umfasst mathematisches Argumentieren und die Verwendung mathematischer
Konzepte, Verfahren, Fakten und Werkzeuge zur Beschreibung, Erklarung und

Vorhersage von Phdnomenen. Sie hilft dem Einzelnen, die Rolle zu erkennen, die
die Mathematik in der Welt spielt, und begriindete Urteile und Entscheidungen zu



treffen, die von konstruktiven, engagierten und reflektierten Birgerinnen und
Biirgern benétigt werden.“ (OECD, 2013, S. 25, eigene Ubersetzung)

Zu diesem Zweck benennen die Bildungsstandards Kompetenzen, die
Schilerfinnen bis zu einer bestimmten Jahrgangsstufe anhand zentraler
Fachinhalte erworben haben sollen (KMK, 2004, 2005). Dabei wird davon
ausgegangen, dass ein allgemeinbildender Mathematikunterricht Schiler*innen
die folgenden drei Grunderfahrungen ermdglichen soll (Winter, 1995, S. 37):

(1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen
sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art

wahrzunehmen und zu verstehen,

(2) mathematische Gegenstande und Sachverhalte, reprasentiert in Sprache,
Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine

deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen,

(3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemldseféhigkeiten, die Gber
die Mathematik hinausgehen, (heuristische Fahigkeiten) zu erwerben.

Die Bildungsstandards umfassen in ihrem Wesen die benannten
Grunderfahrungen sowie Inhalte, Kompetenzen und Niveaustufen, wie das
folgende Kompetenzmodell fir das Fach Mathematik darlegt. Das
Kompetenzmodell liefert eine Orientierung fur Lehrpersonen und Schulen zur
Einhaltung verbindlicher Ziele sowie zur Weiterentwicklung von Schule und
Unterricht (Klieme et al., 2003). Orientierung bedeutet insbesondere, dass im
Vordergrund nicht die Umsetzung eines —aus der fachlichen Systematik
entstehenden — ,starren Gerlsts“ steht, sondern dass Schulen ein groR3er
.Freiraum fur die innerschulische Lernplanung® (ebd., S. 9) gelassen wird. Es
werden in diesem Modell zunéchst die folgenden drei Dimensionen unterschieden
(siehe Abbildung 1):

1. Allgemeine mathematische Kompetenzen
2. Leitideen

3. Anforderungsbereiche
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Abbildung 1: Kompetenzmodell der Bildungsstandards

Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen bilden die Prozessdimension des
Modells. Dabei wird vom Grundgedanken ausgegangen, ,das Kénnen der Schiiler
an den Kompetenzen festzumachen, die sie beim Bearbeiten von Aufgaben zu
aktivieren haben“ (Leiss & Blum, 2010, S. 33). Im Einzelnen sind dies die
Kompetenzen mathematisch argumentieren (K1), Probleme mathematisch
lI6sen (K2), mathematisch modellieren (K3), mathematische Darstellungen
verwenden (K4), mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5) und mathematisch kommunizieren (K6). Diese
allgemeinen mathematischen Kompetenzen sollen differenziert betrachtet werden,
auch wenn sie ublicherweise im Verbund erworben werden und h&ufig auch
gemeinsam angewendet werden mussen. Insbesondere werden bei der
Bearbeitung von komplexeren mathematischen Aufgaben oft mehrere dieser
Kompetenzen bendétigt. Mit der getrennten Betrachtung ist die Absicht verbunden,
spezifische  Eigenschaften und  Anforderungen von  Aufgaben im
Mathematikunterricht transparent zu machen, was eine differenziertere Planung

des Mathematikunterrichts ermdglicht. So kann ein mathematischer Inhalt den



Schiler*innen entlang verschiedener durchzufihrender mathematischer
Tatigkeiten zuganglich gemacht werden. Inhalte kdnnen durch die
multiperspektivische und wiederholte Betrachtung eher in ihrer Ganze verstanden
werden und mathematische Kompetenzen anhand unterschiedlichster

Erscheinungen lber den Inhalt hinaus erworben werden.

Jedoch reicht der Blick auf die allgemeinen mathematischen Kompetenzen fur eine
produktive Gestaltung des Mathematikunterrichts nicht aus (Leiss & Blum, 2010,
S. 35). Daher bilden die Leitideen die zweite Dimension des Modells. Die flnf
Leitideen sind Zahl (L1), Messen (L2), Raum und Form (L3), Funktionaler
Zusammenhang (L4) und Daten und Zufall (L5). Die funf Leitideen ergeben sich
vom Prinzip her, wenn Ph&nomene aus der Welt mit mathematischen Augen
betrachtet werden (ebd., S. 20). In den Bildungsstandards wird dazu erlautert:
,Eine Leitidee vereinigt Inhalte verschiedener mathematischer Sachgebiete und
durchzieht ein mathematisches Curriculum spiralformig. Die Zuordnung einer
inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenz zu einer mathematischen Leitidee
ist nicht in jedem Fall eindeutig, sondern davon abhéngig, welcher Aspekt

mathematischen Arbeitens im inhaltlichen Zusammenhang betont werden soll.*
(KMK, 2004, S. 9).

Leitideen folgen keinem fachdidaktischen Aufbau im Sinne einer zeitlichen Abfolge
im Lernprozess (,erst kommt das Zahlen, dann kommt das Messen, usw.”). Sie
erlauben es, bestimmte mathematische Inhalte unter einer Kategorie
zusammenzufassen. Leitideen kénnen als fundamentale Ideen aufgefasst werden
(vgl. Schwill, 1993), die im Mathematikunterricht auf jedem intellektuellen Niveau

vermittelt werden kdnnen.

Die dritte und letzte Dimension enthalt die drei Anforderungsbereiche. Sie
beschreiben das Schwierigkeitsniveau von Aufgaben, denn das Bearbeiten und
Losen von Aufgaben fordert mathematische Kompetenzen in unterschiedlichen
Ausmalen (KMK, 2004). Es werden dabei in der Regel drei Anforderungsbereiche
unterschieden. Mit dem Anforderungsbereich | werden Anforderungen an
allgemeine Kompetenzen beschrieben, die zum Reproduzieren unterrichtlicher
Inhalte befadhigen. Zum Anforderungsbereich Il zéahlen solche Anforderungen an
allgemeine Kompetenzen, die es Schiler*innen erméglichen, Zusammenhénge
herzustellen und Gelerntes anzuwenden. In den Anforderungsbereich 11l gehéren
diejenigen Anforderungen, die es Schiler*innen abverlangen zu verallgemeinern

und zu reflektieren (ebd.).

Die drei Bestandteile des Kompetenzmodells stellen gleichwertige Dimensionen
der Bildungsstandards dar. Im Folgenden werden exemplarisch ein Aspekt der

Leitidee Messen sowie ein Aspekt der Leitidee Funktionaler Zusammenhang



herausgegriffen und erlautert. Eine Orientierung des Mathematikunterrichts an den
allgemeinen mathematischen Kompetenzen —also der Prozessdimension des
Kompetenzmodells — ist eine maf3gebliche Errungenschaft der Bildungsstandards,
die auch bei exemplarischer Betrachtung einzelner Leitideen nicht in den

Hintergrund geraten sollte.

3. Die Leitidee Messen
In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den mittleren Schulabschluss
werden unter der Leitidee Messen die folgenden inhaltsbezogenen Kompetenzen

zusammengefasst (KMK, 2004)
Die Schiler*innen

e nutzen das Grundprinzip des Messens, insbesondere bei der Langen-,
Flachen- und Volumenmessung, auch in Naturwissenschaften und in
anderen Bereichen,

¢ wahlen Einheiten von Grol3en situationsgerecht aus (insbesondere flir Zeit,
Masse, Geld, Lange, Flache, Volumen und Winkel),

e schatzen GroRen mit Hilfe von Vorstellungen Uber geeignete
Reprasentanten,

e Dberechnen Flacheninhalt und Umfang von Rechteck, Dreieck und Kreis
sowie daraus zusammengesetzten Figuren,

e berechnen Volumen und Oberflacheninhalt von Prisma, Pyramide,
Zylinder, Kegel und Kugel sowie daraus zusammengesetzten Korpern,

o berechnen Streckenlangen und Winkelgréf3en, auch unter Nutzung von
trigonometrischen Beziehungen und Ahnlichkeitsbeziehungen,

¢ nehmen in ihrer Umwelt gezielt Messungen vor, enthnehmen Mal3angaben
aus Quellenmaterial, filhren damit Berechnungen durch und bewerten die
Ergebnisse sowie den gewéhlten Weg in Bezug auf die Sachsituation.

In den Bildungsstandards Mathematik fiir den Hauptschulabschluss (KMK, 2005)
finden sich viele der genannten Aspekte wieder. Dabei werden jedoch einige
Einschrankungen vorgenommen. Es entfallen Volumen- und
Oberflachenbestimmung von Kegel und Kugel, sowie die Bestimmung von
Streckenlangen und Winkelgrof3en auch unter Nutzung der Trigonometrie. In
beiden Varianten der Bildungsstandards wird im Bereich Messen der
Umweltbezug besonders hervorgehoben, sei es bei der situationsangemessenen
Auswahl von Einheiten, der GroRenschatzung, dem Entnehmen von MalRangaben
aus Quellenmaterial oder dem Bewerten von Ergebnissen im Kontext einer

Sachsituation.

Dass gerade dieser Bezug zu realen Objekten in der Leitidee eine besondere
Stellung einnimmt, liegt auch an der grundlegenden Definition des Messens. Im

Allgemeinen geht es beim Messen darum, quantitative Aussagen Uber bestimmte



Eigenschaften eines Objektes zu treffen. Demnach wird die Welt der uns
umgebenden Phanomene — der Gegenstande, Vorgange und Zustande — durch
das Messen in die strukturierte Welt der Zahlen tbertragbar (Vohns, 2012). Um
eine solche Eigenschaft genauer zu erfassen —etwa um verschiedene reale
Objekte hinsichtlich dieser Eigenschaft zu vergleichen —macht man sich
mathematische GrofRen (Lange, Masse, Zeit, Geldbetrag, Flache, usw.) zunutze
(Greefrath, 2010). Messen zu erlernen meint also stets auch das Kennen- und
Anwenden-Lernen unterschiedlicher GroRR3en. Dabei sind Grof3en nicht als
natirliche Eigenschaft eines Objektes zu verstehen, sondern vielmehr als die
Mdoglichkeit, den Objekten der Wirklichkeit in verschiedener Weise, z.B.
hinsichtlich ihres Volumens oder ihrer Masse, einen abstrakten Wert der
Mathematik zuzuordnen, der sich &hnlich wie eine Zahl verhélt (Barzel & Leuders,
2014). MessgroflRen sind dabei im Allgemeinen aus einer MalRzahl und einer
standardisierten Maleinheit wie etwa Meter, Liter oder Quadratmeter

zusammengesetzt.

Eine grundsatzliche Vorgehensweise fir die zahlenmé&Rige Erfassung einer
Eigenschaft eines Objektes ist es, sich ein passendes Vergleichsobjekt mit
bekannter MaRReinheit zu wahlen und mit dem Objekt zu vergleichen. Dieses
Prinzip des Messens greift auf die Grundvorstellung des ,Passen in“ zurtick (Barzel
& Leuders, 2014). Wenn beispielsweise die Mal3e einer Schreibtischplatte ermittelt
werden sollen, kann man sich fragen, wie oft ein Vergleichsobjekt bekannter GroRRe
(etwa ein DIN A4-Blatt) in die Lange bzw. Breite des Schreibtisches passt. Messen

kann demnach als Auslegen einer MaRReinheit verstanden werden.

Daher spielt beim Messen oft auch das Schatzen von GroéRRenangaben eine
wichtige Rolle, insbesondere zur Uberpriifung der Plausibilitit gefundener
Resultate — oder bei so genannten unterbestimmten Aufgaben, bei denen gewisse
Angaben nicht dem Aufgabentext zu entnehmen sind. Um im Laufe der Schulzeit
geeignete Vorstellungen zu MessgroRen zu entwickeln, ist der Aufbau von
Stutzpunktvorstellungen von grofRer Bedeutung. Mogliche Reprasentanten
bezuglich des Stutzpunktwissens zur Grof3e Volumen sind beispielsweise das
Fassungsvermogen einer Badewanne (ca. 140 /) oder eines Ublichen Putzeimers
(ca. 10 /). Fur eine Vorstellung von Flacheninhalten kann beispielsweise das
Wissen (ber die GroRe einer Seitentafel (1 m?) oder eines FuRballfeldes (ca.

105 m - 68 m = 7000 m?) dienen.
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3.1. Schwerpunktthema: Modellieren

Insbesondere bei der Bearbeitung von Modellierungsaufgaben sind das Schétzen
sowie der Ruckgriff auf verfligbares Stitzpunktwissen in verschiedenen
Teilprozessen unerlasslich. Modellieren meint das Erfassen von Phanomenen der
realen Welt mithilfe der Mathematik und ist Teil der sechs allgemeinen
mathematischen Kompetenzen (K1 — K6) der Bildungs-standards fur das Fach
Mathematik. Modellierungsaufgaben zeichnen sich nicht nur durch ihren zwingend
vorhandenen Realitatsbezug aus, sondern auch durch eine Vielzahl von
Teilschritten, die zu ihrer Losung ausgefiihrt werden mussen (Kaiser et al., 2015).
Eine schematische Darstellung eines Modellierungsprozesses stellt der
vierschrittige Kreislauf nach Maal3 (2004) in Abbildung 2 dar.

vereinfachen
Realmodell

Realitat

mathematisch
darstellen

bewerten

Mathematische l6sen
Losung

Mathematisches
Modell

Abbildung 2: Modellierungskreislauf nach Maaf3 (2004)

Der Kreislauf beginnt oben links damit, dass Schiler*innen zunachst die gegebene
realweltliche Situation verstehen und erkennen, worin das zu lésende Problem
genau besteht. Da die Situation in der Realitat in der Regel zu komplex ist, um sie
vollstéandig bei der Losung zu bertcksichtigen, muss sie in einem ersten Schritt
vereinfacht werden (Kaiser et al., 2015). Dazu ist es nicht nur erforderlich, Texte
zu erfassen, sondern auch Kreativitéat und Allgemeinwissen sind gefordert, um zu
entscheiden, welche Annahmen und Vernachlassigungen sinnvoll sind. Durch
diesen ersten Schritt entsteht eine vereinfachte Abbildung der Realsituation, das
so genannte Realmodell. Dieses Realmodell kann im zweiten Schritt
mathematisiert, d. h. in die Sprache der Mathematik Ubersetzt werden. Ubersetzen
meint in diesem Fall das Darstellen notwendiger Elemente der Realsituation durch
mathematische Objekte. Diese Objekte kdnnen je nach Problemverstandnis ganz
unterschiedlicher Art sein, etwa Formeln, Terme, Gleichungen oder auch

geometrische Figuren. Mithilfe der gewahlten Objekte kann dann unter Ruckgriff
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auf formale mathematische Operationen gearbeitet und die Aufgabe gel6st
werden. ,Gel6st® meint aber nicht zwingend, dass die Bearbeitung der
Modellierungsaufgabe mit dem Finden eines mathematischen Ergebnisses oder
dem Notieren eines Antwortsatzes beendet ist. Elementarer Bestandteil der
Kompetenz des Modellierens ist das kritische Hinterfragen eines gefundenen
Ergebnisses — zumal es bei Modellierungsaufgaben bisweilen nicht nur ein
richtiges Ergebnis gibt, da es von den zuvor getroffenen Entscheidungen
abhangen kann. Die Reflexion kann sich auf unterschiedliche Aspekte beziehen.
So missen Schiler*innen darauf achten, dass sie eine geeignete Einheit
verwendet haben, Plausibilitatsiiberlegungen durch Uberschlagsrechnungen oder
Vergleiche mit bekannten GréRen anstellen, oder aber die gewahlten
mathematischen Objekte Uberdenken. Dies kann auch zum Verwerfen der
bisherigen Losung und zu einem erneuten Durchlauf des Kreislaufs fiihren, wenn
die Lernenden feststellen, dass ein Ergebnis nicht exakt genug ist, oder ein Modell
zu grob oder gar falsch gewesen ist. Ziel der Modellierung ist es, eine adaquate
Antwort auf die Fragestellung innerhalb des realen Kontextes zu finden. Dabei geht
es nicht ausschlief3lich darum, Uberhaupt eine Antwort zu finden, sondern darum,
die Modellierung so oft zu verbessern, bis das Ergebnis im realen Kontext plausibel

und angemessen genau erscheint (Blum, 2007).
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3.2. Modellieren im Bereich Messen

Es gibt viele Modellierungsaufgaben, die insbhesondere Wissen Uber Inhalte aus
dem Bereich Messen erfordern. Dies soll anhand einer Modellierungsaufgabe mit
aktuellem Bezug veranschaulicht werden: Vor einiger Zeit brannte die Kathedrale
Notre-Dame in Paris. Seitdem wurden einige Vorschlage gemacht, wie die Kirche

wiederaufgebaut werden kénnte.

Abbildung 3: Modellierungsproblem Notre-Dame

Ein besonders innovativer Vorschlag stammt von dem schwedischen
Architekturbliro UMA. Dieses schlug vor, das Dach der Kathedrale durch einen
Swimming-Pool zu ersetzen?. Abbildung 3 zeigt eine entsprechende Fotomontage
des Architekturbiros. Aus diesem Bild kdnnen sich interessante Fragestellungen
ergeben, etwa ,Wie grol} ist dieser Pool?“, oder auch (etwas schwieriger) ,Wie viel
Wasser fasst der Pool?“. Solche Fragestellungen kénnen von der Lehrperson

vorgegeben oder von der Lerngruppe entwickelt werden.

2Vgl. die Meldung der FAZ vom 14.06.2019 ,Ein Schwimmbad auf dem Dach —
Wiederaufbau der Notre-Dame*
(https://www.faz.net/aktuell/gesellschaft/ungluecke/ausgefallene-ideen-fuer-den-
wiederaufbau-der-notre-dame-16235199.html)
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Abbildung 4: Modellierungsproblem Notre-Dame — ReferenzgroRRe Statue

Mit Blick auf die Flache des Pools soll nun also durch eine Modellrechnung ein
Flachenmald bestimmt werden. Dazu ist es zunachst nétig, bestimmte Annahmen
zu treffen. In diesem Fall ist insbesondere die Entnahme bzw. das Schéatzen von
Grolien zentral. Als Referenzgrof3e zum Abschétzen der Langen des Poolrandes
konnen beispielsweise die Statuen am Rand genutzt werden. Diese sind etwa drei
Meter grol3 (siehe Abbildung 4). Diese Information kann man entweder wissen, im
Internet recherchieren oder durch Vergleich mit den im Pool befindlichen Personen
ableiten. Da es nur um eine Abschéatzung geht, sind die zentimetergenauen Mal3e
nicht notwendig. Die HOhe der Statuen kann dann genutzt werden, um die
Seitenlangen des Pools abzuschétzen. Nutzt man das mathematische Modell aus
Abbildung 5, so lasst sich die Figur in drei Rechtecke, zwei davon gleich grof3,

sowie einen Halbkreis zerlegen.

12m

12m

27m

12m

N/

15m

I9m

Abbildung 5: Modellierungsproblem Notre-Dame — Mathematisches Modell
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Fur die Gesamtflache ergibt sich die folgende Gleichung:

12m-27Tm+2-12m-9m+0,5- (6 m? - = 596,55 m?

Die Poolflache wiirde also ca. 600 m? betragen. Es stellt sich die Frage, ob dieses
Ergebnis plausibel erscheint. Insgesamt verfigt die Notre-Dame Uber eine
Grundflache von 4800 m?. Die gesuchte Flache entspricht also in etwa einem
Achtel der Bodenflache, dies erscheint auf den ersten Blick recht passend. Ein
50 m langes und 25m breites Schwimmbecken, wie es beispielsweise bei
olympischen Spielen benutzt wird, hat einen Flacheninhalt von 1250 m? und wére
also ungefahr doppelt so grof3. Vergleicht man die gesuchte Flache grafisch mit
der Flache eines Schwimmbeckens (siehe Abbildung 6), erscheint dieses Ergebnis

plausibel.

\_/

Abbildung 6: Modellierungsproblem Notre-Dame — Plausibilitatspriifung

Diese Aufgabe stellt einige Anforderungen an die Schiler*innen und ist
insbesondere durch die fehlenden Maf3angaben sehr offen. In Bezug auf ihre
Offenheit lasst sich diese Aufgabe durchaus mit Fermi-Aufgaben vergleichen. Sie
eignet sich fir den unterrichtlichen Einsatz, da mit ihr verdeutlicht werden kann,
wie sich mathematische Grol3en aus realen Gegebenheiten ableiten lassen. Sie
birgt aber aufgrund ihrer deutlichen Offenheit Schwierigkeiten fir standardisierte
Erhebungen wie etwa KERMIT-8, insbesondere in Bezug auf die Eingrenzung

eines realistischen Losungsintervalls, um eine verlassliche Kodierung
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sicherzustellen. Wie zur Kompetenzmessung im Bereich Modellieren geeignete

Aufgaben aussehen kénnen, illustriert der folgende Abschnitt.

3.3. Modellieren im Bereich Messen in den KERMIT-8 Erhebungen

Die oben erlauterten Fahigkeiten im Bereich des Modellierens innerhalb der
Leitidee Messen werden auch in den KERMIT-8 Erhebungen geprift. Dies wird im

Folgenden anhand der beiden Aufgaben ,Rollrasen® und ,Krawatte* erlautert.

Die Aufgabe ,Rollrasen® (sieche Beispielaufgabe 1), die dem
Anforderungsbereich Il zuzuordnen ist, thematisiert die Modellierung einer mit
Rollrasen zu versehenden Flache:

Herr Klie hat eine Gartenbaufirma und gestaltet einen Teil seines Firmengelandes in eine
Rasenflache um. Diese neue Rasenflache ist 11 m lang und 10,5m breit.

Aus Zeitgriinden verwendet Herr Klie Rollrasen (siehe Fotos 1 und 2). Als Rollrasen bezeich-
net man fertigen Rasen, der in rechteckige Stiicke geschnitten und dann zum Transport
aufgerollt wird.

' Foto 1

Ein Streifen Rollrasen ist 0,6 m breit, 0,03 m dick und 2m lang.

Ermittle, wie viele Streifen Herr Klie benétigt, um die gesamte Rasenflache mit Rollrasen
auszulegen. Reststiicke eines Streifens werden weiterverarbeitet.

Beispielaufgabe 1: ,Rollrasen"

Bei dieser Aufgabe spielen Flachenberechnungen in einem realen Kontext eine
Rolle. Es sind Eigenschaften realer Objekte (hier: des Rollrasens und der
Gesamtflache) in Form der GroRRe Lange angegeben. Damit unterscheidet sich
diese Aufgabe in Bezug auf ihre Offenheit von der obigen Notre-Dame-Aufgabe.
Dies hat den Vorteil, dass ein weniger breites Lésungsintervall bestimmt werden
kann und so die Aufgabe leichter zu bewerten ist. Anhand der gegebenen Mal3e
missen ein Mal3 fur den Flacheninhalt eines Streifens sowie die Anzahl der
benétigen Streifen bestimmt werden. Daraus resultiert die Zuordnung zur Leitidee

Messen. Zunachst missen dem Aufgabentext die wichtigen Informationen
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entnommen werden (Mathematisch Kommunizieren K6). Es muss weiterhin ein
Weg gefunden werden, wie die Anzahl der Streifen mathematisch ermittelt werden
kann (Probleme mathematisch l6sen K2, Mathematisch Modellieren K3).
Beispielsweise kann die GroRRe der auszulegenden Flache berechnet und durch
die GroRRe eines Rollrasenstreifens dividiert werden, da auch mdgliche Reststlicke
weiterverarbeitet werden kénnen. Eine weitere Teilaufgabe der Rollrasen-Aufgabe

lautet wie folgt:

Herr Klie transportiert mehrere Streifen Rollrasen in einer Schubkarre
(siehe Foto 3).

Ermittle das Gewicht der sieben Rollen Rollrasen, die er pro Fuhre
transportieren kann. Ein m*® Rollrasen wiegt circa 900kg.

kg

Beispielaufgabe 2: ,Rollrasen"

In dieser Teilaufgabe kdnnen die einzelnen Streifen als Quader mit den Mafen
0,6 m, 2 m und 0,03 m aufgefasst werden (Mathematisch Modellieren K3). Von
diesen berechnet man jeweils das Volumen und das Gewicht. AnschlieRend wird
das Ergebnis versiebenfacht. Beide Teilaufgaben gehoéren aufgrund der

Anforderungen an das Modellieren und Problemldsen zu Anforderungsbereich |II.

Schwierigkeiten bei dieser Aufgabe konnen dann auftreten, wenn ein
Rollrasenstreifen nicht als Quader modelliert, sondern als Rechteckflache
aufgefasst wird. Es wurde somit der berechnete Flacheninhalt weiterverwendet
werden, um das Gewicht eines Rollrasenstreifens zu bestimmen. Somit Gberpruft
diese Aufgabe auch, ob Schiiler*sinnen Vorstellungen zu verschiedenen Grolien
verknupfen konnen. Sollten auf Seiten der Lernenden in diesem Fall Probleme
auftreten, so konnte dies einer starken Orientierung am Kalkil geschuldet sein.
Zur Bestimmung von Raum- und Flacheninhalten konnte verstarkt auf
Anwendungsbeispiele aus der Realitat gesetzt werden, um Vorstellungen von

GroRRen mit realweltlichen Beispielen zu verbinden.

Bei der Aufgabe ,Krawatte® (siehe Beispielaufgabe 3) handelt es sich um eine
Schatzaufgabe, zu deren L6sung die H6he der Skulptur mithilfe geeigneter
Annahmen geschatzt werden muss. Eine Mdglichkeit besteht darin, die
Kdrpergrolie des Menschen (im rechten Bild) zu schatzen und anschlieRend auf

die Lange der Riesenkrawatte zu Ubertragen. Anhand des linken Bildes ist zu
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erkennen, dass der Mann etwa drei- bis fliinfmal so lang wie die Krawatte ist, die
er tragt. Uber dieses Verhdltnis lasst sich dann die KorpergroRe des
,Riesenmenschen’ ermitteln. Bei dieser Aufgabe missen die Schiler*innen
angemessen schatzen (Mathematisch Modellieren K3) und mit Verhaltnissen und
Faktoren korrekt umgehen (Mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen der Mathematik umgehen K5).

Viele Bankangestellte tragen eine Krawatte (siehe Abbildung 1).

Abbildung 1 Abbildung 2

Abbildung 2 zeigt ein Kunstwerk im Bankenviertel von Frankfurt am Main. Es stellt
eine Krawatte dar. Die Krawatte sieht aus, als lieRe der Wind sie nach oben flattern.

Wie grol3 wéare ein Mann ungefahr, der diese Riesenkrawatte tragt?

ungefahr m

Notiere deine Annahmen und deinen Lésungsweg.

Beispielaufgabe 3: ,Krawatte”

Das Ldsungsintervall ist relativ breit gewahlt, damit im Erwartungshorizont
verschiedene Schatzungen einbezogen werden kdnnen. So werden Korpergrof3en
zwischen 30 m und 70 m als richtig kodiert. Dabei muss der L&sungsweg
zusatzlich eine angemessene Modellierung erkennen lassen, bei der mithilfe einer
VergleichsgroRe und eines entsprechenden Faktors ein (impliziter) Bezug zur
Lange der Skulptur hergestellt wird. Winschenswert — im Sinne einer adaquateren
Modellierung — wére zudem, wenn in der Losung der Knick in der Krawatte

mitbertcksichtigt wirde. In der Testsituation ist dies jedoch nicht notwendig, da

18



aus diagnostischer Sicht Schuler*innen die bendtigten Kompetenzen auch bei

Vernachlassigung des Knicks nachgewiesen haben.
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Leitidee

Kompetenzen

Anforderungs-
bereich

Aufgabenvariation

4. Leitidee Messen: Schwerpunktthema Modellieren
4.1. Einheiten von Grol3en situationsgerecht auswahlen

Testheft B - Aufgabe 20: Honigbiene

20. Wie lang ist diese Biene ungefahr?

A 1,5 mm
B 1,5¢cm
C 1,5dm
D 1,5m

Copyright Text, Grafik und Teilaufgaben: IQB e. V., Lizenz: Creative Commons (CC BY).
Volltext unter: https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/de/legalcode

Auswertung
RICHTIG O 1,5mm D4 1.5cm O 1,5dm [ 15m
Merkmale
Leitidee Messen (L2)
Allgemeine Kompetenzen Mathematisch modellieren (K3)

Anforderungsbereich [

Kompetenzstufe la

Aufgabenbezogener Kommentar

Die Aufgabe ,Honigbiene“ wird der Leitidee Messen (L2) zugeordnet, da zur
Bestimmung der Lange der Biene aus den vorgegebenen Antworten die
angemessene Einheit gewahlt werden muss.

Die Uberlegung, welche GréReneinheit fir die Lange einer Biene realistisch
scheint und die Auswahl aus unterschiedlichen Resultaten entsprechen der
Kompetenz Mathematisch modellieren (K3).

Die Aufgabe liegt damit im Anforderungsbereich 1.

Anregungen fur den Unterricht

Die Aufgabe ,Honigbiene® zielt darauf ab, die passende Einheit einer GroR3e
situationsgerecht auszuwéhlen. Charakteristisch far offene
Modellierungsaufgaben wie zum Beispiel Fermi-Aufgaben ist, dass bendétigte
Angaben fehlen und diese durch Schétzen ermittelt werden (Greefrath, 2018;
Kaiser & Stender, 2015). Dabei ist es auch mdglich, dass Einheiten
situationsgerecht ausgewahlt werden missen. Um bei Schiler*innen nicht nur ein
Gefluhl fur verschiedene Grofleneinheiten zu schulen, sondern ebenfalls ihre
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Fahigkeiten im Schéatzen und den Bezug zu geeigneten Reprasentanten beim
Schatzen von GroRRen zu Uben, kann die Aufgabe ,Honigbiene” im Unterricht
variiert werden. So kann die Aufgabe dahingehend veréandert werden, dass keine
Antwortmdglichkeiten vorgegeben sind, sondern die Schiler*innen allein anhand
des Fotos die Lange der Biene abschatzen sollen. Da die Biene auf dem Foto auf
einer Hand sitzt, kann die Grél3e einer Hand, eines Daumennagels oder eines
Fingers als VergleichsgroRe genutzt werden, um die Lange der Biene
abzuschatzen. Somit wiirde die Fahigkeit im Schéatzen von Groéfien mithilfe von
Vorstellungen Uber geeignete Reprasentanten geférdert werden, welche auch fir
die Bearbeitung umfangreicherer mathematischer Modellierungsaufgaben von
Bedeutung sind.

Ein Beispiel fur eine solche offene Modellierungsaufgabe ist die Aufgabe ,Litfal3-
Saule® (siehe Abbildung 1). Bei dieser Aufgabe soll die Frage beantwortet werden,
wie viele Briefmarken bendtigt werden, um eine Litfal3saule komplett zu bekleben.
Dafir muissen Schilerinnen zunéchst verschiedene Annahmen und
Abschatzungen treffen. So sollte erst einmal Gberlegt werden, welche Mal3e einer
LitfaBsdule geschatzt werden muissen, um damit die zu beklebende Flache
berechnen zu konnen. Zudem muss Uberlegt werden, welche Male eine
Briefmarke hat und eine Einheit zum weiteren Rechnen situationsgerecht

ausgewahlt werden.
e oo | C [

LitfaB-Saule

® Wie viele Briefmarken brauchtest du, um eine LitfaBsaule komplett zu
bekleben?

cture-Aliance (dpaweb), Frankfurt

© P

Die Farme-Box. & bis 10, 0asss © vpm 2010

Abbildung 8: Fermi-Aufgabe , LitfaB-Saule”
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4.2. GroRRen mithilfe von Reprasentanten schatzen

Testheft C - Aufgabe 16: Riesenful

In der Detmolder Innenstadt steht ein

Modell des

Originalgréie.
Schatze die ungefahre Lange des Fulles.

Der Ful} der Statue ist ungeféahr

Copyright Text,
Lizenz: Creative Commaons (CC BY).

Volltext unter:

htips:/fcreativecommons.org/licenses/by/3.0/deflegalcode

FuRes einer Statue in

m lang.

Grafik und Teilaufgaben: QB e. V.,

Notiere deine Annahmen und deinen Losungsweq.

Auswertung

Zahl aus dem Intervall [1,80; 2,6]

UND

Lésungsweg, der eine Modellierung und ihre Mathematisierung erkennen Iasst.

RICHTIG  |Darin muss mindestens eine GroRe (z. B. KérpergréRe eines Menschen) erkennbar
sein, mit der ein Bezug zur Lange des Ful3es der Statue hergestellt wird.
Beispiel(e)
Der Mann ist 1,90 m grof3. Der Ful} ist etwas langer als der Mann grof3 ist, daher
gehe ich von ca. 2m = 200 cm aus.
Merkmale
Leitidee Messen (L2)

Allgemeine Kompetenzen

Mathematisch modellieren (K3)
Mathematisch kommunizieren (K6)
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Anforderungsbereich Il

Kompetenzstufe 3

Aufgabenbezogener Kommentar

Die Aufgabe ,Riesenful’® wird der Leitidee Messen (L2) zugeordnet, da die Lange
des FuBes der Statue mithilfe von Vorstellungen Uber Reprasentanten
(beispielsweise der Kdorpergrof3e der Menschen auf dem Foto) geschétzt werden
soll.

Zur Losung der Aufgabe kann zum Beispiel die Kérpergréf3e eines Menschen als
Bezugsobjekt hinzugezogen werden, um die Lange des Fulles der Statue zu
schatzen. Das Treffen eigener Annahmen ist der Kompetenz Mathematisch
modellieren (K3) zuzuordnen.

Zudem sollen der Losungsweg sowie die Annahmen notiert werden. Das
verstandliche Darstellen der eigenen Uberlegungen gehort zur Kompetenz
Mathematisch kommunizieren (K6).

Da eine mehrschrittige Modellierung erforderlich ist, Losungswege beschrieben
und verstandlich dargestellt werden, ist die Aufgabe dem Anforderungsbereich I
zuzuordnen.
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Testheft C - Aufgabe 20: Buhnenbild

Die Abbildung zeigt einen Arbeiter beim Aufbau des Blhnenbildes far ein Festspiel. In
diesem Blhnenbild ist die riesige Hand einer Frau dargestelit.

N

Copyright Foto: Bregenzer Festspiele & Kohlhaupt. (2017). Aufbawarbeiten am Blhnenbild von .Carmen” bei den
Bregenzer Festspielen [Fotographie].

Text und Teilaufgaben: 128 e V., Lizenz: Creative Commons [(SC BY).

Wolltext unter: hitps:Vcreativecommons.orgllicenses/by/3. 0/dellegalcode

Der Arbeiter soll den Daumennagel an der riesigen Hand der Frau frisch lackieren. Auf

dem Behalter mit dem Lack ist angegeben, dass man 90 ml Lack pro Quadratmeter
bendtigt.

Schatze, wie viel Lack der Arbeiter demnach bendtigt, um den Nagel zu lackieren.

mil

Notiere deine Annahmen und gib deinen Losungsweg an.
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Auswertung

Wert aus dem Intervall [60; 350]
UND

Lésungsweg, der die Mal3e des Fingernagels Uber die Gré3e eines Menschen
ermittelt.

RICHTIG

Beispiel(e)

» Der Arbeiter ist ungeféahr 1,80 m gro3. Der Daumennagel hat also einen
Flacheninhalt von etwa 1,2m-0,8m =0,96m? . Das ist ungefiahr 1m? , daher
werden etwa 90 ml Lack benétigt.

Der Fingernagel ist ungefahr so groR wie zwei Menschen. 1,8m-1m = 18m?  Es
werden 1,8-90 =162ml Lack bendétigt.

Merkmale

Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)
Mathematisch kommunizieren (K6)
Anforderungsbereich 1]

Kompetenzstufe 5

Allgemeine Kompetenzen

Aufgabenbezogener Kommentar

Die Aufgabe ,Buhnenbild“ erfordert das Schatzen von GroRen (der Grofde des
Bihnenbilds beziehungsweise der Mal3e des Daumennagels) mithilfe geeigneter
Reprasentanten (der Korpergréf3e eines Menschen) sowie die Berechnung eines
Flacheninhalts (des Daumennagels). Dementsprechend ist die Aufgabe
,BUhnenbild“ der Leitidee Messen (L2) zuzuordnen.

Indem die MaRe des Fingernagels lber die GroRe eines Menschen ermittelt
werden und somit die Menge des bendtigten Lacks bestimmt wird, wird zwischen
Realitdt und Mathematik hin- und zurlckibersetzt. Damit wird die Kompetenz
Mathematisch modellieren (K3) abgebildet.

Die getroffenen Annahmen werden notiert und der Lésungsweg verstandlich
dargestellt, wodurch die Kompetenz Mathematisch kommunizieren (K6)
erforderlich ist.

Da es sich hierbei um eine komplexe und unvertraute Situation flr Schiler*innen
handelt, wird diese Aufgabe dem Anforderungsbereich 11l zugeordnet.
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Testheft B - Aufgabe 25: Daumen

Elli sieht in Koblenz das Kunstwerk ,Der
Daumen® und vergleicht das Kunstwerk mit
ihrem eigenen Daumen.

Wievielmal langer als Ellis Daumen ist das
Kunstwerk ungefahr?

ungefahr -mal

Copyright Text, Grafik und Teilaufgaben: IQB e. V., Lizenz:
Creative Commons (CC BY).

Volltext unter:
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/de/legalcode

Notiere deine Annahmen und deinen Losungsweg.

Auswertung

Zahl aus dem Intervall [30; 80]
UND

Lésungsweg, aus dem (implizit) die geschatzte (oder im Bild gemessene)

RICHTIG Daumenlange eines Menschen und die Hohe der Figur hervorgehen.

Beispiel(e)
e Daumen (5cm), Kunstwerk (2 m), 40-mal so hoch
e 220cm:4cm=55
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Merkmale

Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)

Allgemeine Kompetenzen ) .
Mathematisch kommunizieren (K6)

Anforderungsbereich 1]

Kompetenzstufe 4

Aufgabenbezogener Kommentar

Aufgrund der Bestimmung der Daumenléange eines Menschen und der Gr6RRe der
abgebildeten Figur durch Schétzen oder Messen wird die Aufgabe der Leitidee
Messen (L2) zugeordnet.

Um zu berechnen, wievielmal langer als der Daumen eines Menschen das
Kunstwerk ungefahr ist, wird mit Termen gearbeitet. Dementsprechend wird die
Kompetenz Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5) abgebildet. Die Aufgabe ,Daumen® erfordert die
Modellierung einer komplexen Situation, da keine Grél3enangaben vorhanden sind
und zur Schatzung der Daumenlénge auf Reprasentanten zurickgegriffen werden
muss. Somit ist die Aufgabe der Kompetenz Mathematisch modellieren (K3)
zuzuordnen.

Wegen der Modellierung einer komplexen Situation befindet sich diese Aufgabe
im Anforderungsbereich 111
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Testheft C - Aufgabe 5: Messen

Auf dem Foto siehst du sehr viele Schokolinsen.

Volitext unter: https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/de/legalcode

Schatze, wie viele Schokolinsen auf diesem Foto abgebildet sind. Du kannst dafir eine
der abgebildeten Figuren verwenden.

Das Foto zeigt etwa Schokolinsen.

Beschreibe dein Vorgehen.

Auswertung

Zahl aus dem Intervall [200; 800]

UND
RICHTIG

Eine Beschreibung, in der auf einen geeigneten Reprasentanten verwiesen wird und
aus der die Anwendung des Repréasentanten auf das gesamte Bild hervorgeht.
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Beispiel(e)
* Im eingezeichneten Quadrat sind ca. 30 Schokolinsen. Das Quadrat passt ca. 12-
mal in das Foto. Also sind es insgesamt 360 Schokolinsen.

» Auf dem Foto sind in der Breite ca. 30 Schokolinsen zu sehen und in der Hohe ca.
20. Also sind es insgesamt ca. 600 Schokolinsen.

* Ich habe geschatzt, wie viele Schokolinsen in eine Form passen und dann
geschaut, wie oft die Form in das Bild passt.

[Anm.: Die Annahmen, dass die Schokolinsen gleichverteilt und nur in der Flache
verteilt sind, missen nicht explizit erwahnt werden.]

Alle anderen Antworten

Beispiel(e)
* Im Rechteck sind 32 Schokolinsen.

[Anm.: Die Anwendung des Représentanten auf das gesamte Bild ist nicht
ersichtlich.]

FALSCH

Merkmale

Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)

Mathematisch kommunizieren (K6)

Allgemeine Kompetenzen

Anforderungsbereich Il

Kompetenzstufe 4

Aufgabenbezogener Kommentar

Die Aufgabe gehort zur Leitidee Messen (L2), da mithilfe von Vorstellungen tber
Reprasentanten (den abgebildeten Figuren) eine GroRRe (die Anzahl der
Schokolinsen auf dem Foto) geschéatzt werden muss.

Zur Ldsung der Aufgabe muss eine Modellierung vorgenommen werden, indem
das Bild mithilfe einer geometrischen Figur zerlegt und ein Teilbereich des Bildes
ausgezahlt wird, sodass die gegebene Situation vereinfacht wird und die Anzahl
der Schokolinsen abgeschatzt werden kann. Dabei wird zwischen realer Situation
und Mathematik Ubersetzt. Demnach wird mit der Aufgabe ,Schokolinsen® die
Kompetenz Mathematisch modellieren (K3) angesprochen.

Zur Bestimmung der Anzahl der Schokolinsen werden mit den abgebildeten
geometrischen Figuren Operationen ausgefiihrt. Dabei wird zum Beispiel die
Anzahl, wie oft eine der Figuren in das Bild passt, bestimmt und diese Anzahl mit
der Anzahl der Schokolinsen in der Figur multipliziert. Somit erfordert die Aufgabe
~Schokolinsen* die Kompetenz Mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen der Mathematik umgehen (K5).

Da das eigene Vorgehen bei der Losung der Aufgabe beschrieben werden soll, ist
es erforderlich, eigene Uberlegungen verstandlich darzustellen, sodass der
Aufgabe ,Schokolinsen® die Kompetenz Mathematisch kommunizieren (K6)
zugeordnet wird.
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Anregungen fir den Unterricht

Die Aufgaben ,Riesenfuly, ,Bihnenbild, ,Daumen® und

~>chokolinsen® zielen jeweils auf das Schatzen von GréRen ab.  Gemeinsame Merkmale

Dabei wird ein Vergleichsobjekt, um die Gro3e verschiedener  der Aufgaben
Stltzpunktwissen Objekte abzuschéatzen, zu Hilfe genommen. So kann die Lange des

RiesenfulRes etwa Uber die Grol3e eines Menschen oder die Anzahl

an Schokolinsen auf dem Foto durch Zuhilfenahme einer geometrischen Figur

abgeschatzt werden.

Durch das Schatzen von Grélen werden grundlegende Eigenschaften von
Messungen gelbt (Hildreth, 1983). Eine Madoglichkeit, um Groéfl3en korrekt
abzuschéatzen, ist der Ruckgriff auf Stutzpunktwissen. Dieses beinhaltet mental
verfligbare Reprasentanten fur verschiedene GroRen, welche beim Schéatzen von
GroRRen zum Vergleich herangezogen werden kdnnen (Franke & Ruwisch, 2010).
Um Stitzpunktvorstellungen aufzubauen, sollten im Unterricht regelméaRige
Gelegenheiten zum Schéatzen von GroRRen geboten werden.

Das Schatzen von GroRen kann beispielsweise durch Erkundungen auf dem
Schulhof oder im Klassenraum mit realen Objekten getibt werden (Wie hoch ist die
Tar? Wie groB ist die Spannweite meiner Arme? Wie grof3 ist ein Baum?). Die
Erkundungen sollten in verschiedene Aufgaben und in unterschiedliche
Themengebiete eingebettet sein. Dabei kann es motivierender sein, Objekte in der
Realitat statt Fotos zu nutzen. Eine Mdoglichkeit fir Erkundungen mit realen
Objekten ist das Erstellen eines mathematischen Wanderpfads. Die App
,MathCityMap* ermdglicht das Anlegen solcher mathematischer Wanderpfade, bei
welchen auf einer Karte Objekte ausgewdahlt und mit einer mathematischen
Fragestellung verbunden werden. Der Wanderpfad kann dann von Schiler*innen
abgelaufen und die zuvor eingefligten Aufgaben kbnnen bearbeitet werden. Unter
dem folgenden Link kann das Webportal der ,MathCityMap* eingesehen werden:
https://mathcitymap.eu/de/.

Weitere Moglichkeiten bestehen darin, Aufgaben aus Schulblichern zu 6ffnen,
indem die Werte einer Aufgabe eben durch eine vom Lernenden anzustellende
Abschatzung ersetzt werden, ein Foto anstelle einer Skizze mit MalRangaben
verwendet wird oder im Anschluss an eine Anwendungsaufgabe dazu aufgefordert
wird, Ergebnisse an der Realitat zu prifen. Das Erstellen von Tabellen mit
Vergleichsgré3en kann bei der Behandlung von Abschatzungen hilfreich sein. Ein
Plakat im Klassenraum, auf dem Einheiten und entsprechende Vergleichsgrofen
(Stlutzpunktwissen) festgehalten werden, kann die Ergebnisse solcher
Erkundungen uberzeitlich sichern und in diversen Unterrichtssituationen spontan
herangezogen werden. Ein Beispiel einer Ubersicht tiber VergleichsgréRen zeigt
Abbildung 2.
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Abbildung 7: VergleichsgroRen

Fachertbergreifen- Auch der Blick Uber die Grenzen des Mathematikunterrichts
des Lernen hinaus ist lohnend. So bietet neben dem Fach Physik
beispielsweise der Erdkundeunterricht vielfaltige Gelegenheiten,
ein Wissen Uber VergleichsgrofRen (Durchschnittstemperaturen,
Niederschlagsmengen, Flachen von Stadten und Landern, Entfernungen zwischen
bestimmten Orten) auszubilden. Auf dieses Wissen kann auch im
Mathematikunterricht zuriickgegriffen und die beiden F&cher konnen so
thematisch miteinander verknupft werden.

Das Abschatzen von GroRen und das in einem Kontext sinnvolle Anwenden von Schatzen von GréRen im
Uberschlagsrechnungen gehéren zu einem umfassenden Modellierungsprozess. Modellierungsprozess
Dies ist nicht nur zu Beginn des Modellierungsprozesses notwendig, sondern

ebenfalls beim Prifen der Ergebnisse am Ende des Modellierungsprozesses.

Anhand der bereits in den Didaktischen Handreichungen Teil Il aufgefihrten

schematischen Darstellung eines Modellierungsprozesses, dem

Modellierungskreislauf nach Maal® (2004), kann dies verdeutlicht werden. Dieser

ist in Abbildung 3 dargestellt. Vereinfachte Modellierungskreislaufe kdnnen auch

als Unterstitzung fur die Schiler*innen genutzt werden. Ein solcher vereinfachter

Modellierungskreislauf ist zum Beispiel im Beitrag ,Selbststdndiges Lernen mit

Untersuchung von Lernumgebungen zum Modellieren im Projekt DISUM® (S. 64)

von Blum und Schukajlow (2018) (abrufbar unter https://doi.org/10.1007/978-3-

658-20325-2 4) zu finden.
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vereinfachen

Realitat Realmodell

mathematisch

bewerten
darstellen

Mathematische l6sen

LOsung

Mathematisches
Modell

Abbildung 9: Modellierungskreislauf

Zur Bearbeitung einer mathematischen Modellierungsaufgabe muss die reale
Situation zunachst vereinfacht werden (Kaiser et al., 2015). Dabei kdnnen
Annahmen getroffen werden, fur die Schatzungen von GréRen erforderlich sind.
Um das Ergebnis am Ende des Modellierungsprozesses zu bewerten, ist auch das
kritische Prufen getroffener Annahmen erforderlich. Um die Plausibilitat getroffener
Annahmen und das Ergebnis zu prifen, kdnnen Vergleichsgrélien herangezogen
werden.

Diese Fahigkeiten sollten demnach im Unterricht gefordert werden. Wenn
Lernende ihr Ergebnis am Ende ihres Losungsweges kritisch hinterfragen, konnen
ihnen zu Beginn getroffene Annahmen, die unrealistisch waren, auffallen. So zum
Beispiel, wenn Lernende bei der Aufgabe ,Riesenful3“ durch eine unrealistische
Annahme ein zu kleines Malf3 fir den Riesenful? erhalten, kann das Ergebnis fir
die GréRRe des RiesenfulRes mit einem im Hintergrund stehenden Baum verglichen
werden und das falsche Ergebnis so aufgedeckt werden. Das Hinterfragen der
Ergebnisse und Annahmen kann anhand vergleichbarer Aufgaben erlautert
werden. Die Lehrkraft kann zum Beispiel in einer Plenumsphase Teilschritte wie
das Treffen von Annahmen und das kritische Prifen von Ergebnissen explizit
einfordern. Zudem konnen vorgegebene Lésungswege oder Losungswege von
Mitschiler*innen durch die Schiler*innen (schriftlich) bewertet werden.

Es gibt eine Vielzahl weiterer Modellierungsprobleme, bei denen Abschéatzungen
angestellt werden mussen. Beispielsweise beschreibt Wilfried Herget (2000)
weitere Anwendungsaufgaben, in denen — &hnlich wie in den obigen Aufgaben —
verschiedene Objekte anhand eines Fotos abgeschatzt werden missen. Diese
Aufgaben bezeichnet er als ,Bild-Aufgaben® (Herget 2000, S. 4) und stellt diese
als Alternative zu meist sehr textlastigen Anwendungsaufgaben heraus. Der Artikel
,Ein Bild sagt mehr als 1000 Worte... Messen, Schatzen, Uberlegen — viele Wege,
viele Antworten® von Herget (2000) kann unter folgendem Link abgerufen werden:
https://disk.mathematik.uni-halle.de/lehrerseite/bild 1000 worte.pdf.

4.3. Messungen aus der Umwelt nutzen
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Testheft C - Aufgabe 17: Schwimmbecken

Ein Schwimmbecken (siehe Abbildung 1)
ist insgesamt 35 m lang. Ein Teil davon ist
der Nichtschwimmerbereich. Der
Michtschwimmer-bereich ist 8§ m lang und
die Wassertiefe betragt hier 1 m. Der
Schwimmerbereich ist 25 m lang und die
Wassertiefe betragt hier 2 m. Zwischen den Abbildung 1
beiden Bereichen des Beckens befindet ) ] .

sich ein schrager Ubergangsbereich. Egg,{;gg*;;’f;e%’im:,:’sﬁgg“ﬁi"e” B eV

Waolltext unter:
https:ficreativecommons.orgllicenses/by'3. 0/defegalcode

Teilaufgabe a)

In Abbildung 2 ist eine Querschnittsflache des Beckens skizziert.
Trage die passenden MalRe in die vier Kasichen ein.

35m

A
Y

=y -

A
Y

Abbildung 2
Langenangaben kdnnen nicht durch Messen ermittelt werden.

Auswertung

35m

A
\

!
RICHTIG |

— A
Y

|25m|

[Anm.: Die Aufgabe ist auch als richtig zu werten, wenn die richtigen Zahlen
eingetragen wurden, aber die Einheiten fehlen.]

Merkmale

Leitidee Messen (L2)

Mathematische Darstellungen verwenden (K4)

Allgemeine Kompetenzen
g P Mathematisch kommunizieren (K6)

Anforderungsbereich Il
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Kompetenzstufe 3

Teilaufgabe b)

Das Schwimmbecken hat eine rechteckige \Wasseroberflache und ist 15 m breit.

Kai sagt: .Im Nichtschwimmerbereich ist das Wasser 1 m tief und der Schwimmerbereich
des Beckens ist 2 m tief. Also betragt die durchschnittliche Wassertiefe 1,50 m. Damit
kann ich schnell berechnen, wie viel Wasser im Becken ist,

namlich 35m - 15m - 1,5m = 787, 6m® *

Begrinde, dass Kais Uberlegung nicht richtig ist.

Auswertung

Begrundung, die herausstellt, dass die mittlere Wassertiefe nicht 1,50 m betragt, weil
der Schwimmerbereich viel langer ist als der Nichtschwimmerbereich.

Beispiel(e)
» Es st falsch, denn der 1 m tiefe Bereich (Nichtschwimmer) ist nicht gleich lang wie
der Schwimmerbereich, also ist die durchschnittliche Tiefe nicht 1,50 m.

RICHTIG [, pje Flache, wo es 2 m tief ist, ist viel groR3er als die Flache, wo es 1 m tief ist,
somit kann man den Durchschnitt nicht so berechnen, als ob beides gleich grol3e
Flachen hatte.

* Weil die Schwimmerseite grofl3er ist und somit mehr Wasser im 2 m tiefen Bereich

ist.
Damit Kais Uberlegung richtig wéare, miisste die Schrage in der Mitte des Beckens
liegen.
Merkmale
Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)

Allgemeine Kompetenzen
g P Mathematisch kommunizieren (K6)

Anforderungsbereich Il

Kompetenzstufe 5

Leitidee Aufgabenbezogener Kommentar

In der Aufgabe ,Schwimmbecken* werden Mallangaben aus gegebenem Material,
der Beschreibung der Mal3e eines Schwimmbeckens, enthommen sowie mit
diesen Berechnungen durchgefihrt, um die durchschnittliche Wassertiefe zu
bestimmen und eine Rechnung einer anderen Person bezlglich der
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durchschnittlichen Wassertiefe zu bewerten. Dementsprechend wird die Aufgabe
der Leitidee Messen (L2) zugeordnet.

Kompetenzen Da in Teilaufgabe 3.1 ein mathematikhaltiger Text erfasst wird und

Informationen aus diesem entnommen werden, erfordert diese

Teilaufgabe die Kompetenz Mathematisch kommunizieren (K®6).

Zudem wird eine Darstellung eines mathematischen Objekts, eine

Zusammensetzung mehrerer Viereckflachen, zur mathematischen Darstellung der

Querschnittsflache des  Schwimmbeckens genutzt, indem aus dem

Aufgabenstimulus entnommene Mafie des Schwimmbeckens in die Darstellung

Ubertragen werden. Daher erfordert diese Teilaufgabe die Kompetenz
Mathematische Darstellungen verwenden (K4).

Um in Teilaufgabe 3.2 zu begriinden, dass die vorgegebene Uberlegung nicht
richtig ist, muss die reale Situation (ein Schwimmbecken bestehend aus
Schwimmer- und Nichtschwimmerbereich) vereinfacht und ein mathematisches
Modell (hier eine aus mehreren ebenen Vierecken zusammengesetzte ebene
Figur) gebildet werden (oder jenes aus Teilaufgabe 3.1 genutzt werden), in
welchem gearbeitet werden kann, um die Aussage von Kai zu Uberprifen. Somit
spricht diese Teilaufgabe die Kompetenz Mathematisch modellieren (K3) an.

Zudem soll die AuRerung einer fremden Person zu einem mathematischen Inhalt
Uberprift werden und die eigene Begriindung dafir, dass die Aussage nicht richtig
ist, schriftlich dargelegt werden. Demnach ist die Kompetenz Mathematisch
kommunizieren (K6) erforderlich.

Anforderungs- Teilaufgabe 3.1 erfordert die sinnentnehmende Erfassung eines

bereich komplexen mathematikhaltigen Textes, sodass diese Teilaufgabe im

Anforderungsbereich Il einzuordnen ist. In Teilaufgabe 3.2 ist die

Bewertung einer AuRerung einer anderen Person zu einem

mathematischen Inhalt gefordert, sodass diese Teilaufgabe dem
Anforderungsbereich Il zuzuordnen ist.

Testheft B - Aufgabe 23: Skihalle

23. In einer Skihalle konnen Langlaufer drei
verschiedene Runden laufen. Diese sind
in dem abgebildeten Rundenplan
dargestelit.

Rundenlangen:

» Runde A: 555 m
7> Runde B: 380 m
» Runde C: 264 m

Alle Runden haben den Start- und - )
Zielpunkt gemeinsam. o
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Teilaufgabe a)

Rundenplan

Start- und Zielpunkt

Copyright Text, Grafik und Teilaufgaben: 1QE e. V., Lizenz: Creative Commons (CC BY).
Volltext unter: hitps:Vereativecommons.orgllicenses/oy/3.0/deflegalcode

a) Schreibe an jede Runde in der Abbildung den passenden Buchstaben.
Auswertung
- N\
ceee, B /,/ ~/
N el Rundenplan YU
RICHTIG | .
Merkmale
Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)

Allgemeine Kompetenzen
g P Mathematisch kommunizieren (K6)

Anforderungsbereich

Kompetenzstufe

la
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Teilaufgabe b)

b) In seinem einstindigen Training schafft es ein Langlaufer, alle Runden jeweils genau
neunmal zu durchlaufen.

Welche Gesamtstrecke hat er dabei ungefahr zuriickgelegt?

A 1000 m

B 6000 m

C 9000 m

D 11000 m
Auswertung

RICHTIG ] 1000m ] 6000m ] 9000m X 11000m
Merkmale
Leitidee Messen (L2)

Allgemeine Kompetenzen

Mathematisch modellieren (K3)

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)

Anforderungsbereich

Kompetenzstufe

1b

Aufgabenbezogener Kommentar

Leitidee

In der Aufgabe ,Skihalle* werden MalRangaben von Langlaufrunden aus
Quellenmaterial genutzt, um diese in einen Rundenplan zu Ubertragen
und die Lange einer Strecke zu bestimmen. Demnach ist die Aufgabe

der Leitidee Messen (L2) zuzuordnen.

Die Aufgabe ,Skihalle“ spricht die Kompetenz Mathematisch
modellieren (K3) an, da durch das Ubertragen der Rundenléangen in
den Rundenplan und das Bestimmen der Lange einer Gesamtstrecke
ein vereinfachtes Abbild der Realitdt, also ein einfaches Modell,
genutzt wird. Zudem erfordert Teilaufgabe 4.1 die Kompetenz
Mathematisch kommunizieren (K6), da die Ladngenangaben aus einem kurzen,

Kompetenzen

einfachen mathematikhaltigen Text enthommen werden.

Um die Lange der Gesamtstrecke in Teilaufgabe 4.2 zu bestimmen, werden die
Langen verschiedener Teilstrecken Uber einen einfachen GroRRenvergleich
bestimmt und addiert, somit also Routineverfahren zur Bestimmung der Lange der
Gesamtstrecke verwendet, sodass die Kompetenz Mit symbolischen, formalen und

technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5) gefordert ist.

Anforderungs-

Die Aufgabe ist dem Anforderungsbereich | zuzuordnen, da in
bereich beiden Teilaufgaben ein direkt erkennbares Modell genutzt wird,
Informationen aus einem einfachen Text entnommen und

Routineverfahren angewendet werden.
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Testheft B/C - Aufgabe 24/18: Hauptstadte

18. Die Karte zeigt die europaischen Hauptstadte.

* Reykjavik
Helsinki
sl .
Oslos /stocknolm
s -
Tallinn
*Riga * Moskau
. .
Dublin Kopénhagen Vilnius
.
Amsterdam .
London ¢ o Minsk
Q 7 Berlin® Warschay
.
*Brissel
g Kiew o
Parise Luxemburg *Prag
T Qrauslavn o
Berfie eVaduz bl *Budapest Chls.lnau
Ljublana
* ‘eZagrety
Belgrad ares
> . San Marino: o 98¢ Bukarest
Andotra La Monaco ¢ Saraio
lissabon  eMadrid  Vella e LSofia
4 Podgorica. "
Rom, Vatikanstadt o “Skbple
.
Tiana *Ankara
Athen*
1cm 2 360km Nikosia®

*Valletta

Copyright Text, Grafik und Teilaufgaben: IQB e. V., Lizenz: Creative Commons (CC BY).
Volitext unter: https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/de/legalcode

Teilaufgabe a)

a)  Welche der folgenden Hauptstadte ist etwa 1100 km von Berlin entfernt?

A Reykjavik

B Luxemburg

C Helsinki

D Vilnius

Auswertung

RICHTIG | Reykjavik [J Luxemburg X Helsinki O Vilnius
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Merkmale

Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)

Mathematisch kommunizieren (K6)

Allgemeine Kompetenzen

Anforderungsbereich Il

Kompetenzstufe 2

Teilaufgabe b)

b)  Gib an, wie lang die Strecke (Luftlinie) zwischen Berlin und Madrid in der Wirklichkeit etwa
ist.

25 km

Auswertung

Zahl aus dem Intervall [1850; 1950]

RICHTIG
[Anm.: Originalabstand zwischen Berlin und Madrid: 5,3 cm. Bei Abweichungen im

Druck kann das Lésungsintervall dementsprechend angepasst werden.]

Merkmale

Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)

Mathematisch kommunizieren (K6)

Allgemeine Kompetenzen

Anforderungsbereich Il

Kompetenzstufe 3

Aufgabenbezogener Kommentar

In der Aufgabe ,Hauptstadte werden Entfernungen zwischen Punkten
auf einer Landkarte thematisiert. Die Aufgabe wird der Leitidee Messen
(L2) zugeordnet, da Strecken in der Karte gemessen werden, der
Malstab aus dem Material entnommen wird und damit Berechnungen
durchgefihrt werden.

Leitidee

Um die Erdkugel auf einer Karte darzustellen, werden
Kartenprojektionen genutzt, die als mathematisches Modell zur
Beschreibung der Wirklichkeit dienen. Bei der hier dargestellten
Karte handelt es sich, wie bei jeder geographischen Karte, um ein
Modell, welches die dreidimensionale Erdoberflache zweidimensional darstellt.
Dieses Modell soll genutzt werden, um die Entfernung der Hauptstadte zu
bestimmen. Somit wird in dieser Aufgabe die Kompetenz Mathematisch
modellieren (K3) abgebildet. Dabei werden Informationen wie der Mal3stab aus der
Karte entnommen, sodass in dieser Aufgabe die Kompetenz Mathematisch

Kompetenzen
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kommunizieren (K6) gefordert ist. Zudem kommen in beiden Teilaufgaben
mathematische Werkzeuge zum Einsatz (beispielsweise Zirkel und Lineal), sodass
die Kompetenz Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5) angesprochen wird.

In beiden Teilaufgaben missen der Mal3stab beachtet und
mathematische Werkzeuge verstandig eingesetzt werden. Daher
befinden sich beide Teilaufgaben im Anforderungsbereich II.

Anforderungsbereich

Testheft B/C - Aufgabe 21/15: So viel
Wasser

Bei der Herstellung eines T-Shirts aus Baumwolle wird so viel Wasser gebraucht, wie
in 270 Putzeimer (siehe Abbildung) passt.

Wie viele Liter Wasser werden demnach bei der Herstellung eines T-Shirts gebraucht?
Kreuze die Zahl an, die am besten passt.

A 2,7 Liter
B 27 Liter —
Cc 270 Liter E
D 2700 Liter g
E 27 000 Liter

Auswertung

RICHTIG |[] 2,7 Liter [ 27Liter O 27oLiter P4 2700Liter [ 27000 Liter

Merkmale
Leitidee Messen (L2)
Allgemeine Kompetenzen Mathematisch modellieren (K3)

Anforderungsbereich I

Kompetenzstufe 1b

Aufgabenbezogener Kommentar

In der Aufgabe ,So viel Wasser* wird das Volumen eines | gitigee
Putzeimers genutzt, um die Menge des benétigten Wassers bei

der Herstellung eines T-Shirts zu berechnen. Demnach wird die

Aufgabe der Leitidee Messen (L2) zugeordnet.

Die Aufgabe ,So viel Wasser” wird der Kompetenz Mathematisch  kompetenzen
modellieren (K3) zugeordnet, da ein vertrautes Modell, das Modell
eines (vertrauten) Eimers, genutzt wird, um das Volumen des
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Putzeimers zu bestimmen und mit diesem eine Multiplikation zur Bestimmung des
bendtigten Wassers durchzufiihren.

Da zur Bestimmung der Losung lediglich eine Multiplikation notig ist, ein vertrautes Anforderungsbereich
Modell genutzt wird und das Ergebnis direkt am Kontext geprift werden kann,
befindet sich diese Aufgabe im Anforderungsbereich I.

Testheft B - Aufgabe 22: Parfim

Parfums werden meist in edlen Glasflaschen (siehe Abbildung 1) verkauft. Ein
Pumpzerstauber auf diesen Flaschen verteilt das Parfim in winzig kleine Trépfchen
(siehe Abbildung 2). Dabei werden mit jedem Pumpsto durchschnittlich 0,2 ml Parfim
verteilt.

Abbildung 1

Copyright Text, Grafik und Teilaufgaben: QB e. V., Lizenz: Creative Commons (CC BY).
Volltext unter: hitps://creativecommons.org/licenses/by/3.0/de/legalcode

Abbildung 2

Teilaufgabe a)

Gib an, wie viel Milliliter ParflUm bei taglicher Verwendung genau eines Pumpstolies
nach zehn Tagen verbraucht sind.

,@ ml

Auswertung
| RICHTIG | 2

Merkmale
Leitidee Messen (L2)
Mathematisch modellieren (K3)

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)

Mathematisch kommunizieren (K6)

Allgemeine Kompetenzen

Anforderungsbereich |
Kompetenzstufe 1b
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Teilaufgabe b)

Sandra kauft eine Parfimflasche mit 100 ml Inhalt.

Gib an, wie lange diese Flasche wohl reicht, wenn Sandra taglich mehrere
Pumpstéiie Parfum verwendet.

&

Tage

Notiere deinen Losungsweg.

Auswertung

UND

RICHTIG Beispiel(e)

Angabe einer Zeitdauer mit héchstens 250 Tagen

Lésungsweg, der eine Berlcksichtigung der Grundmenge (100 ml) und die Menge
des taglich verbrauchten Parfims (mindestens 0,4 ml) (implizit) erkennen lasst.

* 100ml : 0,4 ml/Tag = 250 Tage
» 166 UND 100 : 0,6 ~ 166

* 100 ml: 2ml/Tag = 50 Tage

* 50 UND 10-0,2=2 ml/Tag

[Anm.: Hier steht die Modellierungskompetenz im Fokus, sodass Rundungsfehler,
Rechenfehler und falsch verwendete Einheiten vernachlassigt werden, solange
sinnvolle Annahmen getroffen werden.]

Merkmale

Leitidee

Messen (L2)

Allgemeine Kompetenzen

Mathematisch modellieren (K3)

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)

Mathematisch kommunizieren (K6)

Anforderungsbereich

Kompetenzstufe

3
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Teilaufgabe c)

Eine Parfimflasche mit 50 ml Inhalt kostet im Verkauf 756 €.
Gib an, wie viel Euro ein einzelner PumpstoR etwa kostet.

&5 €

Notiere deinen Losungsweqg.

Auswertung
0,30

UND

Lésungsweg, in dem der Flaschenpreis (75 €), die zur Verfligung stehende Menge
(50 ml) und die Parfimmenge pro PumpstoR (0,2 ml) erkennbar bericksichtigt

sind.
RICHTIG

Beispiel(e)

. I5€ X . o0a30€
50ml  0,2ml

* 50 ml kosten 75€. 1 ml kostet demnach 1,50 €. Dann kostet jeder Pumpstof}
0,30€.

[Anm.: 0,2 mlist Uber "jeder Pumpstol3" erkennbar.]

Merkmale
Leitidee Messen (L2)

Mathematisch modellieren (K3)

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5)

Mathematisch kommunizieren (K6)
Anforderungsbereich Il
Kompetenzstufe 3

Allgemeine Kompetenzen

Aufgabenbezogener Kommentar

Leitidee Die Aufgabe ,Parfim*“ wird der Leitidee Messen (L2) zugeordnet, da mit
gegebenen Malangaben (dem Parfumverbrauch pro PumpstoR)
Berechnungen durchgefiihrt werden.
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Kompetenzen In der ersten Teilaufgabe soll ermittelt werden, wie viel Parfim durch zehn
Pumpst6Re verbraucht wird. Dabei muss ein einfaches mathematisches Modell
aufgestellt werden, mit welchem der Verbrauch pro Pumpstof3 mit der Gesamtzahl
der Pumpstdle multipliziert wird. In der zweiten Teilaufgabe missen geeignete
Annahmen darlber getroffen werden, wie viele PumpsttRe pro Tag verwendet
werden, um zu berechnen, wie lange 100 ml Parfim ausreichen. Dabei wird eine
mehrschrittige Modellierung vorgenommen. Auch in der dritten Teilaufgabe ist eine
mehrschrittige Modellierung erforderlich, um den Preis eines einzelnen
PumpstofRes zu berechnen. Demnach wird in allen drei Teilaufgaben die
Kompetenz Mathematisch modellieren (K3) angesprochen. In allen drei
Teilaufgaben ist die Arbeit mit Gleichungen und Termen erforderlich, indem in
einem gebildeten mathematischen Modell gearbeitet wird, um die gesuchten Werte
Zu bestimmen. Somit wird die Kompetenz Mit symbolischen, formalen und
technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5) abgebildet. In der ersten
Teilaufgabe ist es zur Losung der Aufgabe wesentlich, dass Informationen tber
den Parfumverbrauch aus dem Aufgabentext entnommen werden. Somit wird die
Kompetenz Mathematisch kommunizieren (K6) angesprochen. In der zweiten und
dritten Teilaufgabe ist die Kompetenz Mathematisch
kommunizieren (K6) ebenfalls erforderlich, da der Lésungsweg
jeweils notiert und somit verstandlich dargestellt werden soll.

Anforderungsbereich

Teilaufgabe 3.1 befindet sich im Anforderungsbereich |, da ein einfaches
mathematisches Modell zur Lésung genutzt wird und Informationen aus einem
sehr kurzen, einfachen mathematikhaltigen Text entnommen werden. Teilaufgabe
3.2 und 3.3 befinden sich im Anforderungsbereich Il, da eine mehrschrittige
Modellierung vorgenommen wird und eigene Ldsungswege verstandlich
dargestellt werden sollen.

Anregungen fur den Unterricht

Die Gemeinsamkeit der Aufgaben ,Schwimmbecken®, ,Skihalle®, Gemeinsame
»Hauptstadte®, ,So viel Wasser“ und ,Parfim* ist der Umgang mit Merkmale der
Messungen aus der Umwelt. In jeder Aufgabe werden eigene Aufgaben

Messungen vorgenommen (zum Beispiel in der Aufgabe

,Hauptstadte® in einer Karte, um Abstande zwischen Stadten zu bestimmen) oder
vorgegebene Messungen aus Abbildungen oder mathematikhaltigen Texten
entnommen und damit weitere Berechnungen durchgefiihrt. Dabei werden sowohl
Langen (in den Aufgaben ,Schwimmbecken®, ,Skihalle” und ,Hauptstadte®) als
auch Volumina (in den Aufgaben ,So viel Wasser® und ,Parfim®) thematisiert.

Bei diesen Aufgaben handelt es sich um Modellierungsaufgaben, die lediglich
bestimmte Teilschritte des Modellierens erfordern. Eine Mdglichkeit, um andere
Teilschritte zu fordern, ist die Variation der Aufgaben bis hin zu einer vollstandigen
Modellierungsaufgabe. Dies wird im Folgenden anhand der Aufgaben ,So viel
Wasser“ und ,Hauptstadte® beispielhaft erlautert.

Ein Beispiel fur eine Modellierungsaufgabe im Kontext der Aufgabenvariation
Aufgabe ,So viel Wasser” kann durch das Entfernen der Angabe zur Aufgabe ,So viel
fur das Fassungsvermogen des Putzeimers aus der Abbildung Wasser*

erreicht werden, sodass dieses von Schiler*innen geschatzt

werden muss, um die Aufgabe zu l6sen. Damit wirde die

Kompetenz Mathematisch modellieren (K3) starker fokussiert werden, da die
Anforderung nicht ausschlielich in der Nutzung eines vorgegebenen Modells und
einer Multiplikation bestiinde. Stattdessen mussen zunachst eigenstandig
Vereinfachungen und Annahmen getroffen werden, um ein eigenes
mathematisches Modell zu bilden und mit diesem weiterzuarbeiten. Damit wirde
ein Bezug zu den vorherigen Aufgaben hergestellt werden, in welchen das
Schatzen von GrofRen mithilfe von Vorstellungen tber geeignete Reprasentanten
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thematisiert wird. Ein Putzeimer sollte den Schiler*innen aus ihrem Alltag bekannt
sein, sodass sie mithilfe der Vorstellung lber die GroéfRe eines Eimers
entsprechende Annahmen treffen kénnen. Als weitere Mdglichkeit zur Variation
der Aufgabe ,So viel Wasser” kann anstelle des Putz-eimers angegeben werden,

dass fur die Produktion eines T-Shirts so viel Wasser bendtigt wird,

Aufgaben- wie in 15 Badewannen passt. Damit ware es zunachst erforderlich,
X?Jrf'gggg zur dass die  Schilertinnen  geeignete  Annahmen  zum
,Hauptstadte* Fassungsvermoégen einer Badewanne treffen, sodass die

Kompetenz Mathematisch modellieren (K3) starker gefdrdert

werden wirde. Das Treffen eigener Annahmen kann so im
Unterricht gelibt werden, um Schiler*innen mit offenen Modellierungsaufgaben
vertraut zu machen.

Bei der Aufgabe ,Hauptstadte wird mit einer Kartenprojektion gearbeitet. Eine
Karte stellt ein Modell der Erdkugel beziehungsweise eines Ausschnitts der
Erdkugel dar. Da die dreidimensionale Erdoberflache auf eine zweidimensionale
Flache abgebildet wird, stellen Karten eine Vereinfachung der Erdoberflache dar.
Dies kann auch im Mathematikunterricht thematisiert werden, um Schiler*innen
die Modellbildung zu veranschaulichen und mit der Reflektion von Modellen
vertraut zu machen. So kann beispielsweise zunachst thematisiert werden, dass
Vereinfachungen bei einer Kartenprojektion (also bei der Ubertragung der
dreidimensionalen Erdoberflache auf eine zweidimensionale Karte) unumgéanglich
sind. Dadurch entstehen Verzerrungen der Langen, Winkel und Flachen. Dies
kann zum Beispiel daran veranschaulicht werden, dass es nicht mdglich ist, eine
Mandarinenschale ,platt® auf einen ebenen Tisch zu legen. Die Projektion der
dreidimensionalen Erdoberflache auf eine zweidimensionale Karte stellt somit
bereits eine vereinfachte Abbildung der Realitat dar. Eine lAngentreue Projektion
der Erdkugel auf eine ebene Karte ist nicht mdglich (lediglich die korrekte
Abbildung einiger Strecken ist moglich). So gibt es winkeltreue Karten, bei welchen
die Winkel korrekt dargestellt sind, und flachentreue Karten, bei welchen die
Flachen malRstabsgetreu abgebildet sind, sowie Projektionen, bei welchen die
Flachen oder Winkel verzerrt dargestellt sind. Zudem werden, je nach Zweck,
verschiedene Informationen in Karten dargestellt. In einer topographischen Karte
beispielsweise werden unter anderem Gewasser, Relief und StralRen dargestellt.
In einer thematischen Karte werden einzelne oder mehrere Themen dargestellt.
So handelt es sich in der Aufgabe ,Hauptstadte® um eine thematische Karte,
welche die Hauptstadte europaischer Staaten zeigt, jedoch beispielsweise keine
Gewasser. Im Zusammenhang mit der Aufgabe ,Hauptstadte“ kann im Unterricht
darauf eingegangen werden, dass zwar in allen Karten reale Gegebenheiten in die
Mathematik Ubersetzt werden, man sich jedoch bewusst sein sollte, dass trotz
verschiedener Moglichkeiten bei der Erstellung eines Modells immer
Vereinfachungen vorgenommen werden. Somit kdnnen Schiler*innen dafir
sensibilisiert werden, dass ein Modell ein vereinfachtes Abbild der Realitat ist.

Im Unterricht oder im Rahmen von Projektarbeiten kdnnen anhand verschiedener
Karten unterschiedliche Modelle der Erdkugel reflektiert und somit mégliche
Konsequenzen von Vereinfachungen in Modellen thematisiert werden. In diesem
Zusammenhang kann zum Beispiel anhand der Mercator-Projektion thematisiert
werden, dass Modelle aufgrund ihrer Vereinfachung von der Realitat abweichen
kénnen. Bei der Mercator-Projektion handelt es sich um eine winkeltreue Karte.
Die Mercator-Projektion ist jedoch weder flachentreu — Flacheninhalten der Karte
liegen also an verschiedenen Stellen der Karte unterschiedliche Mal3stébe
zugrunde — noch langentreu. Die Entfernungen der Karte entsprechen nicht den
tatsédchlichen Entfernungen. So bildet die Mercator-Projektion die Erdkugel in
Aquatornahe sehr gut ab, zu den Polen hin weist sie jedoch immer gréRere
Verzerrungen auf, sodass zum Beispiel Gronland deutlich gro3er dargestellt wird
als es tatsachlich ist. Dies konnte im Unterricht veranschaulicht werden, indem die
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Konstruktion der Mercator-Projektion nachgestellt wird. Da es sich bei der
Mercator-Projektion um eine zylindrische Projektion handelt, kann um einen
Globus oder eine symbolische Erdkugel (zum Beispiel ein Ball, welcher die Erde
symbolisieren soll) mithilfe eines Papiers ein Zylinder gelegt werden, welcher
veranschaulicht, dass sich Punkte der Kugeloberflache in Aquatornahe gut auf den
Zylinder Ubertragen lassen, dies jedoch in der Nahe der Pole deutlich schwieriger
gelingt. Dieses Vorgehen wird in folgendem Video veranschaulicht, welches unter
dem folgenden Link https://www.zdf.de/dokumentation/terra-x/weltkarte-von-
mercator-creative-commons-100.html aufrufbar ist.

Auf diese Weise kann also verdeutlicht werden, dass fiir verschiedene Zwecke
jeweils unterschiedlich passende Modelle gewahlt werden kdnnen. Zudem kann
insbesondere in Teilaufgabe 1 thematisiert werden, dass die gemessene Strecke
trotz Mal3stabsfaktor eine, wenn auch geringe, Abweichung zur realen Strecke auf
der Erdkugel darstellt, denn die zu ermittelnde Luftlinie wird als Strecke in der Karte
interpretiert, die tatsachliche Luftlinie verlauft jedoch aufgrund der gekrimmten
Erdoberflache auf einem GrolRRkreis. Dies kann mithilfe eines Fadens, welcher auf
einen Globus gelegt wird, um die Strecke zwischen zwei Orten zu messen,
veranschaulicht werden. Weiterfilhrend kénnte im Unterricht eine Weltkarte
verwendet werden, um Abstande zwischen verschiedenen Orten auf der Erde mit
einem Lineal zu messen, diese mit den tatsachlichen Entfernungen zu vergleichen
und anschlieRend Unterschiede in den Ergebnissen erklaren zu lassen.
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